Appendix A Summary
In this thesis we present a study of inverse problems and methods for the reconstruction of the following parameters of interest: the velocity of blood in vessels via MRI, the displacements of tissues under a harmonic regime via MRI, and the shear modulus from different models of hybrid imaging: linear elasticity with internal measurements of elastic energy density (power density), and the (nonlinear) Saint-Venant model of elasticity with internal measurements of the displacement field.
In Chapter 1 an introduction is presented giving a context in previous theory and applications. The main motivation comes from medical imaging, where MRI and elastography are prominent examples.
In Chapter 2 we present a robust method for estimating velocities from dual-VENC data by PC-MRI. We present a theoretical analysis of the phase contrast MRI technique using the approach of least squares functionals and under this comprehension we propose a new idea for a more robust and less noisy estimation of the velocity, involving three measurements. We also present an empirical analysis by making measurements for a phantom and for volunteers. We reconstruct velocities for different combinations of VENCs, and we propose some convenient combinations for the two VENCs used, such that in practice it would be necessary to choose only one of the VENCs. The reconstruction algorithm is relatively simple and it could be implemented in MRI scanners. The proposed method has the potential of changing the protocols in PC-MRI, since we change from the need of scanning such that the true velocity is less than the VENC, which is in general not known a priori to hold, to scan with high-VENC being less than the true velocity, even being the third part of it, which augment the chance to obtain aliasing-free images at the first try.
In Chapter 3 we present the extension of ODV to the case of the recovery of harmonic displacements by PC-MRI and we show a practical analysis for certain types of waveforms. We present the extension for measurements which can lead us to a discrete Fourier transform in time as well. Therefore we present useful measurements for obtaining the input of different problems in elastography.
In Chapter 4 we study some hybrid inverse problems in elasticity. We focus on time-independent equations in the displacement field, which is a vectorvalued solution. We analyze ellipticity conditions of the PDE problem augmented with interior data: power density measurements and the internal displacements. Since our information is internal, we obtain better stability estimates than boundary value inverse problems.
The inverse problem of linear elasticity with power density measurements is studied in dimension two with the additional knowledge of the pressure, because there is no ellipticity, in the case of unknown pressure. We obtain ellipticity for two measurements under certain conditions over the small strain tensors which seem natural to impose, and a trivial kernel if in addition we impose a lower bound for the mechanical frequency. We show the convergence of a reconstruction algorithm for the recovery of the shear modulus. We also apply the techniques applied for this inverse problem in the study of the recovery of the shear modulus if the equation has a nonlinear forcing term, which is a differential operator of order at most one.
The inverse problem of Saint-Venant elasticity model with internal measurements is studied for dimension two and three. We show ellipticity for two measurements under certain conditions over the strain tensors. We also obtain a trivial kernel without imposing any condition on the mechanical frequency, which is a good result if we place this problem in the context of the low HENCs in MRE. We finally propose an algorithm for the reconstruction of the shear modulus based on the obtained stability estimates.
Samenvatting
In dit proefschrift presenteren we een studie van inverse problemen en methoden voor de reconstructie van de volgende interessante parameters: de snelheid van bloed in bloedvaten via MRI, de verplaatsingen van weefsels onder een harmonisch regime via MRI en de afschuifmodulus van verschillende elasticiteitsmodellen van hybride beeldvorming: lineaire elasticiteit met interne metingen van elastische energiedichtheid (vermogensdichtheid), en het (nietlineaire) Saint-Venant elasticiteitsmodel met interne metingen van het verplaatsingsveld.
In Hoofdstuk 1 presenteren we een inleiding die een context biedt voor eerdere theorieën en toepassingen. De belangrijkste motivatie komt van medische beeldvorming, met MRI en elastografie als prominente voorbeelden.
In Hoofdstuk 2 presenteren we een robuuste methode voor het schatten van snelheden op basis van dual-VENC-gegevens met behulp van PC-MRI. We presenteren een theoretische analyse van de fasecontrast-MRI-techniek onder de kleinste kwadraten benadering en daarmee introduceren we een nieuw idee voor een robuustere en minder ruisende schatting van de snelheid, met drie metingen. We hebben ook een empirische analyse gepresenteerd door metingen te doen met een fantoom en met vrijwilligers. We hebben de snelheden voor verschillende combinaties van VENC's gereconstrueerd en we stellen enkele gunstige combinaties voor de twee gebruikte VENC's voor, zodat het in de praktijk nodig zou zijn om slechtséén van de VENC's te kiezen. Het reconstructie-algoritme is relatief eenvoudig en kan worden geïmplementeerd in MRI-scanners. Onze methode heeft mogelijk als gevolg dat protocollen in PC-MRI gewijzigd zullen worden. Huidige methodes hebben namelijk meerdere metingen nodig om er voor te zorgen dat de ware snelheid kleiner is dan de VENC. Voor onze methode is het slechts nodig dat de hoge-VENC minstens een derde is van de ware snelheid. Dit vergroot de kans op een aliasing-vrije afbeelding bij de eerste poging.
In Hoofdstuk 3 presenteren we de uitbreiding van ODV in het geval van het bepalen van harmonische verplaatsingen door PC-MRI en we laten een praktische analyse zien voor bepaalde soorten golven. Ook introduceren we een uitbreiding voor metingen die tot een discrete Fourier-transformatie in de tijd kunnen leiden. Daarom hebben we bruikbare metingen gepresenteerd voor APPENDIX A. SAMENVATTING het verkrijgen van de input van verschillende problemen in elastografie.
In Hoofdstuk 4 bestuderen we enkele hybride inverse problemen in elasticiteit. We hebben ons gericht op tijdonafhankelijke vergelijkingen in het verplaatsingsveld, die een vectorwaardige oplossing hebben. We analyseren condities voor ellipticiteit van het PDE-probleem aangevuld met interne gegevens: vermogensdichtheidsmetingen en interne verplaatsingen. Omdat onze informatie intern is, hebben we betere stabiliteitsschattingen verkregen dan inverse problemen gebaseerd op grenswaarden. Het inverse probleem van lineaire elasticiteit met vermogensdichtheidsmetingen is bestudeerd in twee dimensies met de aanvullende kennis van de druk, omdat er geen ellipticiteit is in het geval van onbekende druk. We verkrijgen ellipticiteit voor twee metingen onder bepaalde natuurlijke condities op de kleine spanningstensoren, en een triviale kern als we ook een ondergrens voor de mechanische frequentie opleggen. We hebben de convergentie aangetoond van een reconstructie-algoritme voor het bepalen van de afschuifmodulus. We hebben de technieken voor dit omgekeerde probleem ook toegepast in de studie van afschuifmodulusherstel als de vergelijking een niet-lineaire forceringsterm heeft, die hoogstens een differentiële operator van ordeéén is.
Het inverse probleem van het Saint-Venant-elasticiteitsmodel met interne metingen is bestudeerd voor twee en drie ruimtelijke dimensies. We laten ellipticiteit zien voor twee metingen onder bepaalde omstandigheden over de spanningstensoren. We verkrijgen ook een triviale kern zonder enige voorwaarde te stellen aan de mechanische frequentie, wat een goed resultaat is als we dit probleem in de context van de lage HENC's in MRE plaatsen. We stellen uiteindelijk een algoritme voor die de reconstructie van de afschuifmodulus op basis van de verkregen stabiliteitsschattingen mogelijk maakt. tención de un input de diferentes problemas en elastografía.
En el Capítulo 4, estudiamos algunos problemas inversos híbridos en elasticidad. Nos enfocamos en ecuaciones independientes del tiempo del campo de desplazamientos, el cual es una solución a valores vectoriales. Analizamos condiciones de elipticidad para el problema de EDP aumentado con datos interiores: mediciones de densidad de potencia y mediciones internas de desplazamientos. Como nuestra información es interna, obtenemos estimaciones de estabilidad mejores que en problemas inversos de valores de frontera.
El problema inverso de elasticidad lineal con mediciones de densidad de potencia es estudiado en dimensión dos con el conocimiento adicional de la presión, ya que no hay elipticidad en el caso de presión desconocida. Obtenemos elipticidad para dos mediciones bajo ciertas condiciones sobre los tensores de estrés, las cuales parecen ser naturales de imponer, y además obtenemos un kernel trivial si además imponemos una cota inferior para la frecuencia mecánica. Mostramos la convergencia de un algoritmo de reconstrucción para el módulo de corte. Además aplicamos las técnicas usadas para este problema inverso en el estudio de la recuperación del módulo de corte en el caso en que la ecuación además tiene un término forzante, el cual es un operador diferencial de orden a lo más uno.
El problema inverso en el modelo de elasticidad de Saint-Venant con mediciones internas es estudiado para dimensión dos y tres. Mostramos la elipticidad para dos mediciones bajo ciertas condiciones sobre los tensores de corte. Además obtenemos un kernel trivial sin imponer ninguna condición sobre la frecuencia mecánica, el cual es un buen resultado si contextualizamos este problema en HENCs bajos en MRE. Finalmente, proponemos un algoritmo para la reconstrucción del módulo de corte basado en las estimaciones de estabilidad obtenidas.
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